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§ 1.  В ведение 
Строгого  опре де л е ния разре ж е нной матрицы не т , но  е сть “не строгие ” 

опре де л е ния, не которые  из которых мы зде сь прив е де м. 
О  п  р е  д е  л  е  н и е   1.1.   Р азре ж е нная  м ат ри ца  ( РМ ) – это  матрица, у 

которой  “много”  эл е ме нтов  рав но  нулю . 
О  п  р е  д е  л  е  н и е   1.2.   Р азре ж е нная  м ат ри ца – это  матрица, для 

которой использов ание  алгоритмов  , учитыв аю щ их наличие  нуле й, позв оляе т  
добиться экономии маш инного  в ре ме ни и памяти по  срав не нию  с 
традиционными ме тодами. 
    РМ   в озникаю т  при ре ш е нии многих прикладных задач. Н азов е м не которые  
из них: 

1) дискре тизация урав не ний мат е матиче ской ф изики – разностные  схе мы и 
ме тод коне чных эл е ме нтов ; 

2) задачи лине йного  программиров ания  (т е ория оптимизации); 
3) задачи т е ории эл е ктриче ских це пе й. 
 
      О сновная задач а к урса – на учи т ьс я  с т р ои т ь эф ф ект и вны е а лгор и т мы  

р ешени я   с и с т ем   ли нейны х  а лгебр а и чес ки х  у р а внени й   (СЛАУ)    fAU =   
( A  – РМ),  т .е. пы т а т ьс я  опт и м и зи р ова т ь п р оцес с  р ешени я  с  т очки  зр ени я  
за т р а т  м а ши нной п а м ят и  и  в р емени . 
    В озмож ности ре ш е ния этой задачи связаны с игнориров ание м нул е й 
матрицы  A   за сче т  того ,  что:  

1) ариф ме титиче ские  оп е рации с нулями не  произв одятся; 
2) нули не  обязат е льно  хранить в  маш инной памяти. 

 
          § 2.  Способы  хр анения и пр едставления р азр еженны х м атр иц 

В се  способы хране ния  РМ   заклю чаю тся в  том, чтобы хранить только  
не нул е в ые  эл е ме нты матрицы или, мож е т  быть, не больш о е  количе ств о  нул е й 
в ме ст е  с ними. 
 

2.1.  Разр еженны й  стр очны й  ф ор м ат   (РСФ ) 
Э то  наибол е е  ш ироко  используе мая ф орма хране ния  РМ .  П усть е сть 

прямоугольная   mn ×    матрица  { }ijaA = .  Д ля е е  пре дстав л е ния в   РСФ  
нуж но  три одноме рных массив а: 
1)  AN  –  массив  не нул е в ых эл е ме нтов  матрицы   A ; 
2) JA  – массив  соотв е тств ую щ их столбцов ых инде ксов  не нул е в ых эл е ме н-  тов  
матрицы   A; 
3)  IA  – так назыв ае мый  “массив   указат е л е й ” – це лочисл е нный массив ,  i -я  
компоне нта которого  указыв ае т , c какой позиции массив ов   AN   и   JA     
начинае тся описание  i -й строки матрицы A . Зде сь пре дусмотре на 
дополните льная компоне нта , которая яв ляе тся посл е дне й и указыв ае т  номе р 
пе рв ой св ободной позиции в  массив ах   AN   и   JA . 
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Таким образом, описание  i -й строки матрицы A  хранится в  позициях с  
)(iAI  до   ]1)1([ −+iAI   массив ов  AN  и  JA  за исклю че ние м рав е нств а 

I )()1( iAIiAI =+ , означаю щ е го , что  i -я строка пуста. Сл е дов ат е льно , 
эл е ме нты записыв аю тся в  массив  по  порядку сле дов ания строк. Если A  име е т   
m   строк , то  массив   AI   соде рж ит   )1( +m   позицию .   

Д анный способ пре дстав л е ния назыв аю т  полным, т .к. пре дстав л е на в ся 
матрица A . 
      В  зав исимости от  того , как записыв аю тся в  каж дой строке  столбцов ые  
инде ксы в  массив е  JA  (по  порядку в озрастания или не т ), различаю т  
упорядоче нное  или не упорядоче нное  пре дстав л е ние  соотв е тств е нно . 
      Н е упорядоче нные  пре дстав л е ния нуж ны  для алгоритмиче ских удобств : 
ре зультаты больш инств а матричных оп е раций получаю тся не упорядоче нными, 
и упорядоче ние  их тре буе т  дополните льных затрат  маш инного  в ре ме ни, в  то  
в ре мя как больш инств о  алгоритмов  для РМ  не  тре буе т , чтобы пре дстав л е ния 
были упорядоче нными. 
      З а м е  ч а н и е .  В сю ду в  дальне йш е м мы буде м име ть де ло  с 
в е щ е ств е нными матрицами. 
 
  Задача 1. Н аписать для матрицы A упорядоче нное  пре дстав л е ние  в  РСФ . 

         N  столбцов  :                 7654321     

                                           



















=

0000000
0630000
0000504
0002011

A  . 

 
    N  позиций:    87654321  

            6354211:AN  
             6531421:JA  
             88641:AI  
 

     З а м е  ч а н и е .   В  пе рв ой позиции массив а   AI    в се гда стоит  1 . 
 

Задача 2.  П о  массив ам   IAJAAN ,,   в осстанов ить матрицу A  (с 
точностью  до  нуле в ых столбцов  справ а). 
 
 9854321:AN     
 5432176:JA  
  86531:AI  
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Разобье м массив ы   JAAN ,   по  строкам: 
  N   позиции:    7654321   

           9854321:AN  
           5432176:JA  

Таким образом,  в  матрице   A   4 строки и 7 столбцов , приче м в  1-ой 
строке  в  6 столбце  стоит  1,  в  7-м столбце  – 2  и т .д. 

 

    N   столбцов  :  7654321  

     
 Задача 3. Н аписать для матрицы из задачи 1 полное , но  не упорядоче нное  

пре дстав л е ние . 
 

2.2. Разр еженны й   столбцовы й   ф ор м ат   (РС тФ ) 
  Зде сь эл е ме нты хранятся не  по  строчкам, как в  РСФ , а по  столбцам. 

Столбцов ые  пре дстав л е ния могут  такж е  рассматрив аться и как строчные  
пре дстав л е ния транспониров анных матриц. Таким образом, в  массив е  JAT  
указыв ае тся строчный инде кс соотв е тств ую щ е го  эл е ме нта, а эл е ме нты ATI  
указыв аю т , с какой позиции начинае тся описание  оче ре дного  столбца матрицы  
A . 

 
Задача 4.   Н аписать для матрицы  A   из задачи 1 упорядоче нное  

столбцов о е  пре дстав л е ние . 
a)     N   позиций:   87654321   
                   ANT :   6325141     
                    JAT :   3312121  
                    ATI :   8765431  

 
Задача 5.   Транспониров ать матрицу  A   из задачи 1 и написать для не е  

упорядоче нный  РСФ ,  срав нить ре зультат  с ре зультатом задачи 5. 
 
Задача 6.   Записать матрицу  A   в  не упорядоче нном   РСтФ . 

 

               















=

0010700000
0000000000
0050003100

A . 



















=

0098000
0000500
0000043
2100000

A
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    2.3.   Стр очны й    р азр еженны й    ф ор м ат    хр анения   сим м етр ичны х  
             м атр иц 
   Д ля симме тричной матрицы  { }n

jiijaA
1, =

=   )( jiij aa =   достаточно  

хранить лиш ь е е  диагональ и в е рхний (ниж ний) тре угольник. П ри этом мож но  
указать дв а способа хране ния: 
1) строчное  пре дстав л е ние  диагонали и в е рхне го  (ниж не го)            
тре угольника  (РСФ Б Д ); 

2) в ыде л е ние  диагональных эл е ме нтов  матрицы A  в  отде льный массив  AD , а 
разре ж е нным ф орматом пре дстав ляе тся только  в е рхний (ниж ний) 
тре угольник матрицы A  (приче м в  этом пре дстав л е нии диагональ считае тся 
нуле в ой)   (РСФ Д ). 

 

       З а да ча  7.    З а пис а т ь     с имм е т р ичную     м а т р ицу  
     



















=

3011
0300
1010
1002

A  

a) в   РСФ Б Д ; 
б)    в   РСФ Д . 
 

a)   :NA   331112             б)  :AN    11    
        :JA   434241                    :JA  44      
        :AI   76531                           :IA    33321  
                                                                       :AD   3312  
   

2.4. Диагональ ная схем а хр анения  (Д СХ)  ленточны х м атр иц 
О  п  р е  д е  л  е  н и е   2.1.  К в адратная матрица { }n

jiijaA
1, =

=  назыв ае тся 

)12( +m –диагональной или  ле нт оч ной,  е сли  0=ija  для в се х  ji,  таких, что    
mji >− || . Ч исло  )12( +m  – это   ши ри на ле нт ы,  m  – полуши ри на.  

      Если  nm << ,  то  такую  матрицу сле дуе т  рассматрив ать как разре ж е нную . 
       Д ля хране ния )12( +m –диагональной не симме тричной матрицы 
в ыде ляе тся дв уме рный массив  ))1(( +× mnAD , а для симме тричной –  

))1(( +× mn . Столбцами этого  массив а яв ляю тся не нул е в ые  диагонали 
матрицы A , которые  хранятся, начиная с самой л е в ой диагонали (самый л е в ый 
столбе ц) и кончая самой прав ой (самый прав ый столбе ц) сле дую щ им образом: 
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сначала в  столбе ц записыв ае тся глав ная диагональ, ниж ние  кодиагонали – в  
остальных концах сле в а со  сдв игом на одну позицию  в низ при каж дом 
сме щ е ние  в л е в о , а в е рхние  кодиагонали – в  прав ой части массив а со  сдв игом на 
одну позицию  в в е рх при каж дом сме щ е нии в прав о . Схе матично  это  мож но  
изобразить так:        
 
           

 
 
 

У симме тричных матриц, как прав ило , записыв аю т  ниж ний тре угольник. 
 
    Задача 8.  Д ля кв адратной матрицы  A  
1) найти полуш ирину л е нты  m ; 
2) указать разме ры матрицы  AD ; 
3) построить Д СХ . 
 

a)  





























=

7000000
0690000

1211510000
00104090
0000380
0006820
0000001

A ;      б)  























=

50200
03000
20001
00020
00101

A . 

а)   1)  2=m ;                                                           б)    1)  2=m ; 
2) )57( ×AD ;                                                           2)  )35( ×AD ; 

      3)  





























=

700
0690

12115100
010409
00380
6820
001

AD ;                        3)  























=

502
300
001
20
1

AD . 

            
   Задача 9. Указать в заимно  - однозначное  соотв е тств ие  ме ж ду полож е ние м 
эл е ме нта в  матрице   A   и е го  полож е ние м в  массив е   AD . 
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2.5. П р офиль ная схем а хр анения  (П СХ)  ленточны х м атр иц  
Э та схе ма пре дназначе на для хране ния симме тричных л е нточных матриц, 

когда в нутри л е нты находится слиш ком много  нул е й, и пре дыдущ ая схе ма 
станов ится не це л е сообразной. Зде сь хранится только  ниж няя полул е нта. 

В в е де м числа   )(min ijii −=β ,  где   i  – номе р строки,  )(min ij  – 
минимальный столбцов ый инде кс пе рв ого  не нул е в ого  эл е ме нта в  i -й строке  
матрицы A , т .е . пе рв ый не нул е в ой эл е ме нт  i -й строки находится на iβ  
позиций л е в е е  прав ой диагонали. 

 

   О  п  р е  д е  л  е  н и е   2.2.  Профи ле м  м ат ри цы   { }n
jiijaA

1, =
=    назыв ае тся 

сумма  iβ :     ∑
=

==
n

i
iAprofileApr

1
)()( β . 

  О  п  р е   д е  л  е  н и е   2.3.  О болоч к ой м ат ри цы A  назыв ае тся сов окупность 
эл е ме нтов      { }iij jia β≤−<0: . 
   В се  эл е ме нты оболочки и диагональные  эл е ме нты, упорядоче нные  по  
строкам, хранятся в  одноме рном массив е  AN , приче м диагональный эл е ме нт  
данной строки поме щ ае тся в  е е  коне ц. 

nAprAN += )(dim . 
   В  це лочисл е нном массив е  DA  указыв аю тся номе ра диагональных эл е ме нтов  
в  массив е   AN . 
   Таким образом, при  1>i  эл е ме нты i -й строки находятся в  позициях от  

]1)1([ +−iDA   до  )(iDA . Единств е нный эл е ме нт  11a  пе рв ой строки хранится 
в  )1(AN . 

   Задача 10.   Д ля матрицы   























=

202000
18010

1700
130

10

A  

 

1) подсчитать проф иль, найти разме рность массив а AN ; 
2) построить П СХ . 

 
N  позиции:   87654321  
            2021801171310:AN  
            86321:DA  



                        - 9 -  

 
     Задача 11.   П о  массив ам   AN   и  DA   в осстанов ить матрицу A : 
                     123456789:AN  
                     976531:DA  
 §  3. О пер ации над РМ .  А лгебр а РМ  
         О п е риров ать с РМ  трудне е , т .к. они заданы в  упаков анной ф орме . Мы 
буде м работать с матрицами, которые  заданы в   РСФ   (РСтФ ). П оэтому л ю бой 
алгоритм разбив ае тся на два этапа. 
 1. Сим волический  – опре де ляе тся структура разре ж е нности ре зультата, 
который хотим получить, а такж е  позиции эл е ме нтов  исходных РМ , с 
которыми нуж но  пров одить ариф ме тиче ские  де йств ия, т .е . иде т  работа с 
в е кторами IA , JA ; зде сь ж е  опре де ляе тся объе м опе ратив ной памяти, 
не обходимый для хране ния проме ж уточных ре зультатов  и в ыходной 
инф ормации. 
          2. Ч исленны й  – не посре дств е нно  в ыполняю тся числ е нные  опе рации. В  
ре зультат е  получае м число , матрицу или в е ктор. 
 
          3.1. Списки 
          3.1.1. Хр анение списков, целы х списков, коль цевы х целы х списков 
         О  п  р е  д е  л  е  н и е   3.1. Спи ск ом  назыв ае тся сов окупность яче е к 
(позиций), связанных в  том или ином порядке . К аж дая яче йка соде рж ит  
эл е ме нт  списка и номе р яче йки, в  которой хранится сле дую щ ий эл е ме нт  
списка. 
  В нутри каж дого  списка, по  пре дполож е нию , пов торе ний не т . 
  В  общ е м случае  схе ма хране ния списка состоит  из тре х массив ов :   
1) массив  позиций N ; 
2) массив  эл е ме нтов  A ; 
3) массив  NEXT  – указат е ль позиций сле дую щ их эл е ме нтов , и добав ляе тся 
указат е ль начала списка IP . 
 
    Задача 12.  Н аписать схе му хране ния чисе л   dcba ,,,   в   указанном  
порядке , е сли они хранятся в  массив е  A  сле дую щ им образом: 
                        7654321:N   
                        cadbA :  
О т в е т :    427:NEXT ;        5=IP . 
 
    Задача 13.  В  каком порядке  долж ны храниться числа   fedcba ,,,,, , 
е сли схе ма хране ния в ыглядит  сле дую щ им образом: 
 
                        654321:N  

.853dim,3)(
,1,2,0,0,0)1 54321

=+==

=====

ANApr
βββββ
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                         fedcbaA :  
                12356:NEXT  
                        4=IP  
     О т в е т :   afbecd ,,,,, . 
 

     О  п  р е  д е  л  е  н и е   3.2.  Если эл е ме нты списка яв ляю тся це лыми числами, 
то  такой спи сок  назыв ае тся це лым . 
     П усть е сть не который це лый список A , эл е ме нты которого  могут  принимать 
значе ния    { }n,...,2,1 . 
     О  п  р е  д е  л  е  н и е   3.3. Ч исло  n  – максимальное  значе ние  эл е ме нтов  в  
списке  – назыв ае тся  разм ахом  спи ск а. 
     П усть  m  – число  эл е ме нтов  списка. Если  nm << , то  список назыв ае тся 
разре ж е нным це лым списком  (РЦ С ). П риме рами таких списков  могут  служ ить 
массив ы AIJA, . Ц е лый список мож но  хранить с помощ ью  одноме рного  
массив а длины n  (скаж е м, JA )  и указат е ля начала в хода IP . 
 

    Задача 14.  Записать це лый список  2,4,8,3   в  компактной ф орме . 
        N  позиций :    87654321  
                       4283:JA   
                       3=IP . 
    Ч исло , хранимое  в  каж дой позиции JA , дае т  однов ре ме нно  значе ние  
эл е ме нта списка и адре с сле дую щ е го  эл е ме нта; таким образом, массив  NEXT  
уж е  не  нуж е н. 
      Список назыв ае тся кольце в ым, е сли в  е го  посл е дню ю  позицию  поме стить 
указат е ль на начальную  позицию . У кольце в ого  списка не т  ни начала, ни конца, 
но  он тре буе т  хранимого  отде льно  указат е ля в хода, который указыв ае т  на 
л ю бую  занятую  позицию . Б лагодаря этому мож но  хранить не сколько  
не пе ре се каю щ ихся списков  (кольце в ых или не т ) в  одноме рном массив е  длины 
n , рав ной максимальному размаху списков , с использов ание м указат е ля в хода  
IP . 
        Задача 15. Д ля не п е ре се каю щ ихся списков  321 ,, AAA  написать схе му 
хране ния в  одном массив е . 

3,6,8,2:1A ;     0,4,5:2A ;      10,1,7:3A       
    N  позиций:   10987654321  
                  75613492810:JA    

 
3.1.2.  Cлияние  РЦС     
П усть заданы  РЦ С    .,...,, 21 nAAA    Ре зультатом  их слияния яв ляе тся 

752:IP
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список B , который соде рж ит  в се  эл е ме нты списков   ),...,1( niAi =   бе з 
пов торе ний  (в нутри каж дого  списка пов торе ний не т ). 
 

Задача 16. Слить три списка СBА ,,  в  один список М , где              
.2,7:;5,11,3:;5,3,7,2: СBА  

Список  А   записыв ае м в   М  полностью , зате м добав ляе м т е  эл е ме нты B , 
которых в   А   не т , потом эл е ме нты  С ,  которых не т  в   А  и  B . Таким 
образом, получим сле дую щ ий список     .11,5,3,7,2:М  

П росматрив ать каж дый раз список М ,  чтобы в не сти нов ый эл е ме нт , 
не рационально . П оэтому в в одится массив  пе ре клю чат е л е й  Y  и пе ре клю чат е ль  
p .  О бычно    1=p . 

Ч исло  позиций массив а пе ре кл ю чат е л е й долж но  быть рав но  
максимальному размаху слив ае мых списков  (в  данной задаче  11). В  начальный 
моме нт  в о  в се  позиции  Y  засылае м нули. Д ал е е  просматрив ае м п е рв ый из 
слив ае мых списков , и е сли оче ре дной просматрив ае мый эл е ме нт  рав е н  i , то  в   
i -ю   позицию  массив а пе ре кл ю чат е л е й засылае тся значе ние  п е ре кл ю чат е ля  (то  
е сть 1). П ри просмотре  каж дого  т е кущ е го  эл е ме нта сле дую щ е го  списка  (пусть 
он рав е н j )  мы обращ ае мся к массив у п е ре клю чат е л е й и добав ляе м эл е ме нт  j  
в  список  M  только  в  том случае , когда соотв е тств ую щ ая позиция ”не  
в кл ю че на”, т .е . в  позиции п е ре клю чат е ля стоит  ноль. Таким образом мы 
просматрив ае м в се  списки. 

Д ля данной задачи массив  пе ре кл ю чат е л е й буде т  сле дую щ им: 

N   позиции:    1110987654321  
                 :Y 00000000000      в  начальный  моме нт  
                          00001010110       посл е  просмотра  A  
                          10001010110       посл е  просмотра  B  
                          10001010110       посл е  просмотра  C  
 

3.1.3.  М етод  пер ем енного  пер еключателя  (П П ) 
П ри обработке  РМ  приходится слив ать не сколько  групп  списков . В  це лях 

экономии памяти используе тся  только  один массив  пе ре кл ю чат е л е й (Ц М П ),  
число  позиций которого  рав но  порядку матрицы (или числу строк, или числу 
столбцов ). 

В  соотв е тств ие  с алгоритмом пре дыдущ е го  пункта пе ре д каж дым нов ым 
слияние м нуж но  было  бы засылать в о  в се  позиции Ц М П  нули, на что  уходит  
значит е льное  число  маш инных оп е раций. Д ля экономии в в одят  пе ре ме нный 
пе ре клю чат е ль (П П )  p . 

Сначала  1=p .  Зат е м посл е  каж дого  слияния группы списков  p  
ув е личив ае тся на е диницу  (т .е . 1+= pp ),  что  избав ляе т  от  не обходимости 
засылки нул е й  в о   в се   позиции  П П . 
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Задача 17.  Слить три списка  СBА ,,   в    1М   и  дв а  списка ED,   в   

2М ,  используя  П П   p .   

N   позиции:    13121110987654321  
                          :Y  11121121122 0000000000000

22
 

3.2.  Сложение  р азр еженны х  вектор ов  (РВ ) 
3.2.1.  М етод  р асш ир енного  вещ ественного  накопителя  (РВ Н)  
Н а в ходе  даны в е кторы  BА,  в  РСФ , на в ыходе  долж ны получить в е ктор  

BАC +=   в  том ж е  ф ормат е . 
                                                 А лгор итм   

1. Сим волический  этап:  опре де ляю тся  позиции  не нул е в ых эл е ме нтов  С   
путе м слияния списков    JBJА,   в    JС . 

2. Ч исленны й  этап 
01 .  В в одится    РВ Н    X ,    число    позиций  которого   рав но   размаху  списка 

        JС .    В о  в се   позиции в е ктора X  с номе рами из  JC  засылае м нули. 
02 . П росматрив ае м    JА    и   AN    и  прибав ляе м  к  соде рж имому  позиций 

       в е ктора  X  соде рж имое  соотв е тств ую щ их позиций  AN .  Зат е м прибав - 
       ляе м  BN  к X .   

03 . В ыбирае м  из  X  нуж ные   числа,  чтобы сф ормиров ать CN ,  с помощ ью   
       ))(()(: iJCXiCNJС =    и    записыв ае м    их   в    соотв е тств ую щ ие   
       столбцы. 
 

Задача 18.  Слож ить в е кторы  BА,   ме тодом РВ Н . 

1. Слив ае м  списки  JBJА,   в    JС :   547310 . 
2. В в одим  РВ Н   X : 
 

   N   позиции:    10987654321  
                   X :    00000          в  начальный  
                                                                                                                          моме нт  

         2.04.07.03.0 −    прибав или AN  
         5.06.07.0      прибав или BN  

                               7.04.06.003.0   
     

             6.004.03.07.0:CN  









4,8,7:
;11,5,4:

13,12,11:

C
B
A





=

=

).2(2,1,9,8,7,6:4,8,7:
);1(8,7,5,4,13,12,11:9,8,7,6:

2

1

pМE
pMD

.
1045:

5.07.06.0:





JB
BN

;
47310:
7.04.03.02.0:



 −

JA
AN
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З а м е  ч а н и е . Если мы не  хотим, чтобы в  CN  были записаны нули, 
нуж но  “в ыбросить”  нул е в ой  эл е ме нт  и соотв е тств ую щ ий е му столбе ц. Тогда 
для данной задачи в е ктор   C   буде т  сле дую щ им:  

 

                                  
57310:
6.04.03.07.0:

JC
CN

 . 

 

3.2.2. М етод р асш ир енного целого указателя  (РЦУ ) 
Н а в ходе  даны в е кторы BА,  в  РСФ , на в ыходе  долж ны получить в е ктор  

BАC +=   в  том ж е  ф ормат е . Зде сь в  каче ств е  накопит е ля используе тся в е ктор  
CN .  

                                                     А лгор итм  
1. Сим волический  этап: слияние  списков   JBJА,   в   JС .  
2. Ч исленны й  этап 

01 . В в одится расш ире нный це лый массив  указат е л е й  (РЦ МУ)  IX , разме р 
которого   рав е н размаху списка  JС .  О н заполняе тся с помощ ью  
просмотра массив а  JС ,  и  )( jIX   указыв ае т , в  какой позиции массив а  
CN  буде т  храниться j -я компоне нта массив а С ,  т .е .  )( jС .  Н ачальное  
состояние   IX  - нул е в о е .  

02 . В  позиции  CN  засылае м нули.  Зат е м сканируе м   ANJА,   в   CN , 
опре де ляя с помощ ью  IX  позиции CN , где  долж ны накаплив аться 
значе ния не нул е в ых эл е ме нтов . Зат е м сканируе м   BNJB,   в   CN :  
                                )()))((()))((( iANiJAIXCNiJAIXCN +=  ; 
                       )()))((()))((( iBNiJBIXCNiJBIXCN += . 

 

Задача 19.   Слож ить в е ктора  BА,   ме тодом  РЦ У. 

;
43710:
14.08.06.04.0:



 −

JA
AN

      .
1359:
4.03.02.01.0:





JB
BN

 

      1.   N   позиции:       7654321          N   позиции  соотв е тств у- 
                                                                                             ю щ е го   столбца  в    JС  
                          :JC  15943710         N  столбцов   в   СN  
      2.  1)  N  позиции:      10987654321      N  эл е ме нта в   JC  (CN )    
                              :IX   0000000000         

                                   1526437                                                                                         
           2)  N   позиции:   7654321  

          CN :  14.08.06.04.0 −                                  сканируе м  AN  
                                                       4.02.01.03.0       сканируе м  BN  

                   
______________

4.02.01.014.01.16.04.0 −     эл е ме нты  СN  

Таким образом,     4.02.01.014.01.16.04.0: −CN  
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                                   15943710:JC                                             
 

    3.3.  Сложение РМ  
П усть на в ходе  заданы дв е   РМ  )(, mnBА ×  в  не упорядоче нном  

РСФ .  Н а в ыходе  тре буе тся получить  BАC +=   в  том ж е  ф ормат е . 
Д ля ре ш е ния этой задачи нам потре буе тся в спомогат е льный  Ц М П   Y   и  

РВ Н  X .  Разме рность этих массив ов  рав на числу столбцов  A  и B :  
mXY == dimdim . В  основ е  алгоритма л е ж ит  иде я пооче ре дного  слож е ния 

строк матриц  A   и  B   как РВ   с помощ ью   РВ Н .  
 

                                                      А лгор итм   
1. Сим волический   этап  (ф ормиров ание   ICJC, )       

01 .  1=i  (номе р строки).  
02 . С  помощ ью   JAIA,   и  JBIB,  опре де ляе м списки,  соотв е тств ую щ ие  

i -м строчкам матриц  A  и B  и слив ае м эти списки ме тодом  П П   с 
помощ ью  Ц МП  Y . Список, получе нный в  ре зультат е  слияния, поме щ ае м в  
1-ю  св ободную  позицию  массив а  JC .  

03 . П олагае м   1+= ii   и иде м на 02 . П ов торяе м де йств ия до  т е х пор, пока   
ni ≤ .  В  ре зультат е  получае м  JC .  

04 . Д ля получе ния   IC   достаточно  на каж дом этапе  запоминать пе рв ую  
св ободную  позицию    JC . 

2. Ч исленны й    этап   (после дов ат е льное   слож е ние   строк  BА,   с  помощ ью   
     РВ Н )  

01 .  1=i .  
02 . С  помощ ью  ICJC,  опре де ляе м список, получе нный в  ре зультат е  

слияния списков  столбцов ых инде ксов   i -й  строки массив ов   JA   и  JB .  
03 . С  помощ ью  этого  списка и  РВ Н   X  складыв ае м  i -е   строки матриц  A   
и  B ,  как  РВ .  Ре зультат  слож е ния поме щ ае м в  т е кущ ие  св ободные  
позиции в е ктора CN   в  соотв е тств ии с порядком столбцов  из  JC .  

04 . 1+= ii   и иде м на 02 .  П ов торяе м де йств ия до  т е х пор, пока  ni ≤ . В  
ре зультат е  получим   CN . 
Заме чание .  П осл е  каж дого  слож е ния строк  РВ Н   X   долж е н быть прив е де н 
в  нуле в о е  состояние . 
Задача 20.  Д аны дв е  матрицы   BА, .   Н айти   BАC += . 

;
9731:

4261543153:
1112733412:







 −−−

IA
JA
AN
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





 −−−

1512951:
432215631:

211642511:

IA
JB
BN

 . 

1.      34226154316153:JC  
 1512951:IC  

          N   позиции:       654321             
                    :Y      

324432 11422131 000000  

 
 

2.     N    позиции:       654321  

                    X :    0000       заполне ние  1 строки       
                                      12 −        прибав или AN  

                               511 −      прибав или BN  
                               5111 −     ре зультат  
                                

                                    000000          заполне ние  2 строки       
                                    7334            прибав или AN  
                                2−        прибав или BN  

                                5334           ре зультат  
                          
                              000000           заполне ние  3 строки       

            12 −−          прибав или AN  
                                64         прибав или BN  

                              162 −          ре зультат  
 

                                   000000            заполне ние  4 строки       
                                   11                          прибав или AN  
                                       211−                       прибав или BN  

                               310                   ре зультат  
 

13061253345111: −−AN  
 
      3.4. Скалярное умножение двух РВ  
       Н а в ходе  даны дв а в е ктора  BА,   разме рности  n   в   РСФ . Н а в ыходе  
нуж но  получить число  P  –  скалярное  произв е де ние   А  и  B . 
       Д ля этого  в в одится  РЦ МУ  IX ,  заполне ние   которого  произв одится 
точно  так ж е , как в   п .3.2.2,  но  с помощ ью  одного  из сомнож ит е л е й, 
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наприме р,  с помощ ью   JА .  Симв оличе ский этап  зде сь отсутств уе т , сразу 
начинае тся числ е нный этап . 
       Сначала заполняе м   IX   по   JА .  Если  k  –  число  эл е ме нтов  в   JB ,   то   
для   ki ,...,1=   пров е ряе м   ))(( iJBIX .  Если это  ноль, то  п е ре ходим к  
сле дую щ е й  позиции  массив а  JB ;  е сли  не т , то  

)))((()( iJBIXANIBNPP ⋅+=  и п е ре ходим к сле дую щ е й позиции JB .  
       Д ругими слов ами, де лае м сле дую щ е е : 
1) 0=P ; 
2)  для    ki ,...,1=  
 
 
                               0))(( =IJBIX JA  
                         да                      не т  
                       1+= ii      )))((()( iJBIXANIBNPP JA⋅+=  
                                                      1+= ii      
 

Задача 21.  Н айти скалярное  произв е де ние  в е кторов  

 
           N   позиции:    87654321  
                      :JAIX  32000154  
  0=P ,     8,...,1=i  
     :1=i     0))1(( =JBIX JA  
    2=i :     01))2(( ≠=JBIX JA  
                  717)1()2(0 =⋅=⋅+= ANBNP  
    :3=i     05))3(( ≠=JBIX JA  
                  47587)5()3(7 =⋅+=⋅+= ANBNP  
    :4=i    4))4(( =JBIX JA  
                  834947 =⋅+=P  

 .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 
 

 3.5. У м ножение  РМ   на  РВ   (р езуль тат  – заполненны й  вектор ) 
      Н а   в ходе    –   матрица    А     и    в е ктор  B  в   РСФ ,   на  в ыходе   –  
в е ктор  ABC =  как обычный одноме рный массив . Зде сь строки матрицы А  
рассматрив аю тся, как  РВ ,  и скалярно  умнож аю тся на  РВ   B  с помощ ью  
рассмотре нного  в   п .3.4  алгоритма. 
 

                                                  А лгор итм  

;
21873:
54321:





JA
AN

.
861234:

11109876:





JB
BN
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1. РЦ МУ  IX  (начальное  состояние  – нуле в о е ) заполняе тся с помощ ью  
в е ктора B. 

2. 1=i .  
3. С  помощ ью   IA   опре де ляе м, в  каких позициях  JA  соде рж ится описание   

i -й строки.  
4. П росматрив ае тся участок JA , соотв е тств ую щ ий описанию  i -й строки. 
Если компоне нта  РМ Ц У  с номе ром  )(kJA  (где   k - т е кущ ая 
просматрив ае мая позиция) рав на нулю , то  пе ре ходим к просмотру 
сле дую щ е й позиции; е сли не  рав на нулю , то  произв одим умнож е ние  
соотв е тств ую щ их компоне нт  массив ов  AN  и B и ре зультат  умнож е ния 
прибав ляе м к соде рж имому яче йки )(iC .  

5. Если просмотр строки оконче н, то  полагае м  1+= ii   и в озв ращ ае мся к 3. 
П ов торяе м до  т е х пор, пока не  пройде м в се  строки. 
     Схе матично  этот   алгор итм   мож но  изобразить сле дую щ им образом.  
                                        1=k  
                                    0)( =kС  
                             )()1( kIAkIA =+  
                   не т                                     да 

1)1(),( −+= kAIkAIi               1+= kk  
      0))(( =IJAIX  
       да                      не т   
    1+= ii      )))((()()()( iJAIXBNIANkCkC JA⋅+=  
                                                      1+= ii      
               1+= kk  
 
Задача 22.   Умнож ить  РМ   на  РВ   (ре зультат  – заполне нный в е ктор). 

 
N   позиции:  121110987654321  

              N   позиции:    10987654321                                                                    
                        :JBIX    7065043021         





10875421:
10875421:

JB
BN









131211941:
3110987523641:
6210864297531:

IA
JA
AN
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1=k ;   0)1( =С ;    )1()2( AIAI =  
:3,...,1=i  :1=i        01)1())1(( ≠== IXJAIX  

                                  1)1(10)1( =⋅+= BNC  
                 :2=i       03)4())2(( ≠== IXJAIX  
                                  13431)3(31)1( =⋅+=⋅+= BNC  
                 :3=i        0)6())3(( == IXJAIX  

2=k ;  0)2( =С ;   )2()3( AIAI ≠  
:8,...,4=i   

                 4=i :       0)3())4(( == IXJAIX  
                 5=i :       2)2())5(( == IXJAIX  
                                  1829)2(90)2( =⋅=⋅+= BNC  
.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 
 

3.6. У м ножение  РМ   на  заполненны й   вектор   (р езуль тат   –  
заполненны й   вектор ) 

      Э тот  алгоритм не значит е льно  отличае тся от  пре дыдущ е го . Разница в  том, 
что   РМ Ц У  заполняе тся по   k -й строке  матрицы  A ,  а не  по  в е ктору  B .  
Зде сь, по-в идимому, мож но  обойтись бе з  РМЦ У  сле дую щ им образом. 

 

                                           А лгор итм   
1. 1=k .  
2. П росматрив ае м соде рж имое   k –й  строки в  JA  и умнож ае м 
соотв е тств ую щ ие  компоне нты AN  на компоне нты, накаплив ая ре зультат  в   
соотв е тств ую щ е й яче йке   )(kC   в е ктора  C . 

 

                                  С  х е м  а    р  е ш  е н и я 
 

                                                 1=k  
                                             0)( =kС                
                                      )()1( kIAkIA =+   
                               не т                                       да 
              1)1(),( −+= kIAkAIi               1+= kk  
       ))(()()()( iJABiANkCkC ⋅+=  
           1+= kk  
 
Задача 23.   Умнож ить  РМ   A   из задачи 22  на заполне нный в е ктор 

TB )9108642(= . 
1=k ;  0)1( =С ;   )1()2( IAIA ≠  

3,...,1=i :   
                    :1=i      2210)1( =×+=C  



                        - 19 -  

                   :2=i      23732)1( =⋅+=C  
                   :3=i      383523)1( =⋅+=C  

2=k ;  0)2( =С ;   )2()3( IAIA ≠  
8,...,4=i : 

                   4=i :     42670)2( =⋅+=C  
.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 
 
    3.7. У м ножение РМ  
    Н а в ходе  заданы РМ   )(),( lmBmnA ××   в  не упорядоче нном  РСФ .  Н а  

в ыходе  дол ж ны получить матрицу ABC =  в   РСФ . 
Ч астным случае м яв ляе тся умнож е ние   РМ   на  РВ ,  когда ре зультат   –-  РВ . 
 

                                          А лгор итм    
1. Сим волический   этап – опре де л е ние  в е кторов  ICJC, . Д ля не го  

потре буе тся Ц М П   Y , разме рность которого  рав на l .  Н ачальное  состояние   Y  
–  нуле в о е . 

01 .  1=i .  1)1( =IC .  
02 . П росматрив ае м по  порядку столбцов ые  инде ксы эл е ме нтов  i -й  строки в  

массив е   JA .  Д ля каж дого  просматрив ае мого  инде кса  j   в  массив е  
столбцов ых инде ксов   JB   просматрив ае м соде рж имое  j -й  строки. П ри этом 
для каж дого  не нул е в ого  эл е ме нт  j -й  строки в ыполним сле дую щ ие  оп е рации. 
П усть просматрив ае мый инде кс рав е н  k .  Если  k -я позиция массив а 
пе ре клю чат е л е й не  “в клю че на”, то  “в клю чае м” е ё  и поме щ ае м инде кс k  в  
пе рв ую  св ободную  позицию  массив а  JC .   Если позиция  уж е  “в клю че на”, то  
пе ре ходим к просмотру сле дую щ е го  эл е ме нта в е ктора  JB ,  ниче го  не  добав ляя 
к  JC .   

03 .  П осл е   окончания просмотра  i -й  строки матрицы А  компоне нте  в е ктора  
( )1+iIC   присв аив ае м порядков ый номе р п е рв ой св ободной позиции   JC .  

04 .  1+= ii    и иде м на  02 .  Значе ние   П П   p   ув е личив ае м на е диницу. 
 

                                         А лгор итм   
 

( ) ( ) ( ) 021 ==== lYYY K  
1=i :  1)1( =IC  

       1=jn  ( N   эл е ме нта в   JC )            
                           )1()( += iIAiIA  
                  не т                                     да 
                                                 1+= ii  

1)1(),( −+= iIAiAIn     :  
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                                         )(nJAj =                                       
                                 )1()( += iIBiIB  
                                 не т                       да 
               для     1)1(),( −+= jIBjBIm  
                                 )(mJBk =        
                                 ( ) ikY =                          
                        не т                        да       
  ( ) ikY =  ;   knJC j =)( ;   1+= jj nn  

jniIC =+ )1(  ;   1+= ii      
      

2. Ч исленны й  этап – опре де ляе тся в е ктор  CN .  О сновная иде я – 
умнож е ние  с помощ ью  РВ Н , разме рность которого  рав на числу столбцов  
матрицы  C  (т .е .  l ), поэтому матрица  C   буде т  записыв аться по  строкам. 

 

 При м ер.   Н айти произв е де ние  дв ух матриц  
















2221

1211

2221

1211

bb
bb

aa
aa

.  

Р е  ш  е  н и е  

 Н акопит е ль  ( )0,0
21 xx

 – начальный моме нт . Б е ре м пе рв ый эл е ме нт  т е кущ е й 

строки матрицы  A   и умнож ае м е го  на в се  эл е ме нты соотв е тств ую щ е й строки 
матрицы  B   и т .д.:   

    

.,;,
;,;0,0

212111221222211211

12112211111121

xcxcbaxxbaxx
baxxbaxxxx

==+=+=

+=+===
      

 
Рассмотрим  численны й   этап  в  общ е м случае . 

01 .  1=i . 
02 . С  помощ ью  IC  опре де ляе м, в  каких позициях JC  находится описание  i -й  

строки матрицы  C . 
03 . П росматрив ае м участок  JC ,  соотв е тств ую щ ий описанию  i -й  строки, и в  
позиции  РВ Н   X  с номе рами столбцов ых инде ксов   i -й  строки этого  участка 
засылае м нули. 

04 . С  помощ ью   IA   опре де ляе м, в  каком участке   JA  соде рж ится  описание   
i -й  строки матрицы  A . 

05 . П росматрив ае м в ыде л е нный участок  (i -ю   строку) массив а  JA .  Д ля 
каж дого  просматрив ае мого  эл е ме нта k , стоящ е го  в  m -й позиции массив а  JA , 
в ыполняе м сле дую щ ие  оп е рации: 
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a) опре де ляе м с помощ ью   IB   участок массив а  JB , описыв аю щ ий       k -
ю   строку массив а B ; 

b) просматрив ае м в ыде л е нный участок  JB  и для каж дого  просмат-
рив ае мого  эл е ме нта j , стоящ е го  в  n -й позиции массив а JB , полагае м              

( ) ( ) ( ) ( )nBNmANjXjX ⋅+= . 
06 . В ыбирае м из  РВ Н   значе ния  i -й  строки матрицы   С   и присв аив ае м      

их соотв е тств ую щ им компоне нтам   CN .  
07 . Если просмотр i -й  строки зав е рш е н, то  полагае м  1+= ii   и      

в озв ращ ае мся на  02 . 
                                             
 
 

А лгор итм  
 

                                                            1=i  
                                                  )1()( += iICiIC  
                                                             не т                        да 
                                                                            1+= ii  
                             для    1)1(),( −+= iICiCIj :   0))(( =jJCX  
                                     )1()( += iIAiIA       
                                               не т                       да 
                                                                      1+= ii  
               для    1)1(),( −+= iIAiAIm :   )(mJAk =  
                                                             )(mANA =  
                                      для     1)1(),( −+= kIBkBIn :   )(nJBj =  
                                                                    )()()( nBNAjXjX ⋅+=  
                                  для     1)1(),( −+= iICiCIj :    ))(()( jJCXjCN =  
                                                                                         1+= ii  

Задача 24.  Н айти произв е де ние  дв ух  РМ   A   и  B .  

,
7531:

514253:
543211:









IA
JA
AN
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














=

50004
03020
10100

A   ,             























=

500
002
040
630
001

B  .  

 
1) 0)3()2()1( === YYY  ;                   2)   1=i :     2,1=j : 
       1=i :  1)1( =IC ,                                              1=j :    0)2( =X ; 
         1=jn ;  2,1=n :                                           2=j :    0)3( =X . 
            1=n : 3=j ,  4=m :                      2,1=m ; 
                        2=k ,  1)2( =Y ,                      1=m :   3=k ,   1=A , 
                        3)2( =JC ,  3=jn ,                     4=n :  2=j ,  4)2( =X ; 
                        3)2( =IC ;                                 2=m :   5=k ,   1=A ; 
        2=i :     4,3=n :                                         :6=n   3=j ,  5)3( =X ; 
          3=n : 2=j ,   3,2=m :                            … … … … … … … … … … . 
             2=m :  2=k ,  2)2( =Y ,                  254612654:CN  
                           2)3( =JC ,  4=jn ;      
             3=m :  3=k ,  2)3( =Y , 
                           3)4( =JC ,  5=jn , 
                           5)3( =IC ; 
                4=n :   4=j ,   3=n : 2=j ,   3,2=m :                            

… … … … … … … … … … . 
             2=m :  2=k ,  2)2( =Y ,                  254612654:CN  
                           2)3( =JC ,  4=jn ; 
             3=m :  3=k ,  2)3( =Y , 
                           3)4( =JC ,  5=jn , 
                           5)3( =IC ; 
                4=n :   4=j ,   5=m , 

                                       1=k ,   2)1( =Y       

          … … … … … … … … … … … …  

 
         3.8. Т р анспонир ование РМ  





8631:
3113232:

IC
JC
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Н а в ходе  дана матрица  )( mnA ×   в  не упорядоче нном РСФ . Н а в ыходе  

дол ж ны получить TA  - транспониров анную  матрицу, заданную   в  РСФ . 
 З а м е  ч а н и е .  Если задано  строчное  пре дстав л е ние  матрицы А , то  е го  
мож но  рассматрив ать как столбцов о е  пре дстав л е ние  TA  и наоборот , 
поэтому задача транспониров ания  А   св одится к нахож де нию   РСТФ   
матрицы А .  
Если просматрив ать массив ы « в  лоб», то  это  оче нь не эф ф е ктив но . П оэтому 
в в одятся  m  це лых и m  в е щ е ств е нных списков  длины  n   и  m  – указат е л е й  
пе рв ой св ободной позиции каж дого  списка. В  начальный моме нт  в ре ме ни 
в се  списки пустые , т .е . пе рв ая св ободная позиция каж дого  списка –  п е рв ая. 
Н а практике  списки организую тся не посре дств е нно  в  массив ах  JAT  и 
ANT , а указат е ли п е рв ой св ободной позиции каж дого  списка – в   IAT . 
Таким образом, дополнит е льной памяти не  тре буе тся, и пе ре ме щ е ние  
данных в  памяти маш ины св е де но  к минимуму. 
 
                                              А лгор итм   
С  помощ ью  массив ов   JA   и  IA   просматрив ае м по  порядку  строки 
матрицы   А .  
1.  1=i .  

 
2. С  помощ ью   IA   опре де ляе м,  в   каких позициях  JA  соде рж ится описание   

i -й  строки матрицы  А . 
3. П росматрив ае м соде рж имое   i -й  строки в    JA   и для каж дого  j  (где  j  - 

столбцов ый инде кс просматрив ае мого  эл е ме нта) добав ляе м число  i  в  
пе рв ую  св ободную  позицию  j -го  це лого  списка, ув е личив ая при этом 
указат е ль пе рв ой св ободной позиции списка на е диницу. В  
соотв е тств ую щ ую  позицию   j -го  в е щ е ств е нного  списка добав ляе м 
соотв е тств ую щ ий эл е ме нт  списка  АN .  

4. 1+= ii . 
5. О бъе диняе м по  порядку их нуме рации в е щ е ств е нные  и це лые  списки, 

получае м списки  JAT  и  ANT .  Список  IAT   получае тся с помощ ью  
подсче та числа эл е ме нтов  заполняе мых списков . 

 

З а м  е ч а н и я 
1. С  помощ ью  этого  алгоритма получае тся упорядоче нное  пре дстав л е ние  

транспониров анной матрицы даж е  в  том случае , е сли пре дстав л е ние  
исходной матрицы было  не упорядоче нным. 

2. П риме не ние  данного  алгоритма к матрице   А  дв аж ды  позв оляе т  получить 
из не упорядоче нного   РСФ   матрицы  А  е ё  упорядоче нное  пре дстав л е ние . 

 

Задача 25.  Транспониров ать матрицу  А   из задачи 22 (номе р списка – это  
номе р столбца). 
  в е щ е ств е нные  списки                              це лые  списки 
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2)5
3)4

67)3
9)2

21)1

        

10)10
8)9
6)8
4)7
5)6

                       

2)5
1)4

52)3
2)2

41)1

        

3)10
3)9
2)8
2)7
1)6

 

 
Задача 26.  П олучить из не упорядоче нного  пре дстав л е ния в   РСФ   матрицы 
А   из задачи 22  е ё  упорядоче нное  пре дстав л е ние  (приме няя алгоритм  

TАА→   дв аж ды). 
 
3.9.  П ер естановка стр ок и столбцов р азр еженной  м атр ицы   
3.9.1.  Пер естановка столбцов 
Д ана  матрица  )( mnA × .  П усть  J – це лочисл е нный  в е ктор  разме рности 

m , который задае т  пе ре станов ку столбцов   { })(),2(),1( mJJJJ K= .  Зде сь  
)(iJ  указыв ае т  номе р, который посл е  пе ре станов ки долж е н име ть i -ый 

столбе ц. 
П е ре станов ка св одится к пре образов анию  JA  по  сле дую щ е й схе ме : 

))(()( iJAJiJAP = ,   где    )(iJAP  – номе р столбца посл е  п е ре станов ки. 
Таким образом, на в ходе  дана матрица A  в   РСФ  и в е ктор пе ре станов ок J . 
Н а в ыходе  тре буе тся получить  РСФ   матрицы с пе ре став л е нными 
столбцами.  
А лгоритм св одится только  к пре образов анию  массив а JA : по  порядку 
просматрив аю тся в се  е го  компоне нты, и каж дая компоне нта )(iJA  
заме няе тся на ))(( iJAJ . Ч исл е нные  значе ния не нул е в ых компоне нтов , 
хранимые  в  AN , остаю тся пре ж ними,   AI   такж е  не  ме няе тся.  
 

Задача 27.  В  матрице   А   из задачи 22  пе ре став ить 2 и 5,  4 и 7 столбцы.  
 

              N   позиции:    10987654321                                                                   
                        }10,9,8,4,6,2,7,3,5,1{=J         
 









131211109876431:

332212152241:
1086452367921:

IAT
TJA

ANT
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2)5()6(
5)2()5(
3)3()4(
6)6()3(

7)4())2(()2(
1)1())1(()1(

==
==
==
==

===
===

JJAP
JJAP
JJAP
JJAP

JJAJJAP
JJAJJAP

            

3)3()12(
1)1()11(

10)10()10(
9)9()9(
8)8()8(
4)7()7(

==
==

==
==
==
==

JJAP
JJAP
JJAP

JJAP
JJAP
JJAP

 

 
3.9.2.  Пер естановка стр ок 
П е ре станов ка строк матрицы соотв е тств уе т  пе ре станов ке  столбцов  
транспониров анной матрицы, поэтому алгоритм пе ре станов ки строк 
получае тся комбиниров ание м дв ух пре дыдущ их алгоритмов . 
Задача 28.  П е ре став ить 1 и 5 сроки матрицы  А   из задачи 22. 
 

                                   А лгор итм  р еш ения  
1. Транспониров ать матрицу  А  (получить матрицу TА ) . 
2. П е ре став ить 1-ый и 5-ый столбцы матрицы TА  (получить ATP ). 
3. Транспониров ать матрицу  ATP . 

 
   § 4.  М етод  Гаусса  для   РМ  

Рассмотрим СЛА У в ида  fАx = ,  где   АRfRx nn ,, ∈∈  – симме тричная 
матрица nn × . Ре ш е ние  этой систе мы буде м искать с помощ ью  ме тода 
Гаусса. Б уде м считать, что  в е дущ ий эл е ме нт  гауссов а исклю че ния в се гда 
находится на глав ной диагонали матрицы  А ,  то  е сть п е ре станов ка строк и 
столбцов  не  нуж на. 
 

                   О собенности  Гауссова  исключения 
1. Сущ е ств уе т  дв е  модиф икации – по  строкам и по  столбцам, которые  
отличаю тся порядком в ыполне ния оп е раций исклю че ния. О бычно  
использую т  гауссов о  исклю че ние  по  столбцам, но  для РМ  использую т  
гауссов о  исклю че ние  по  строкам. 
2. В начал е  строим LU – разлож е ние  матрицы А , а зате м ре ш ае м дв е  
тре угольные  систе мы  yUxfLU == , ,  где   U  – в е рхняя тре угольная 
матрица с е диничными диагональными эл е ме нтами,  L  –  ниж няя 
тре угольная. 
Если глав ные  миноры  А  отличны от  нуля, то  матрицу  А   мож но  
пре дстав ить в  в иде    UDUА T ~= ,  где   D~  – диагональная матрица. Если 
матрица  А  е щ е  и полож ит е льно  опре де л е на, то  разлож е ние  мож но  
пре дстав ить в  в иде  UUА T= –- разлож е ни е  Холе цк ого. 
 

4.1. П остр оение р азложения    UDU T ~   
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Н а в ходе  задана матрица A  в  в е рхне тре угольном не упорядоче нном РСФ : 
массив ы ADIAJAAN ,,, . Н а в ыходе  долж ны получить матрицу в  РСФ Д  и 
диагональную  матрицу  D~ . 
О собе нности симв оличе ского  этапа –-  мы дол ж ны исклю чить эл е ме нты 
ниж е  глав ной диагонали, а у нас только  в е рхний тре угольник, поэтому сразу 
мы не  мож е м опре де лить позицию  т е х эл е ме нтов , которые  нуж но  исклю чать 
при обработки т е кущ е й i -й  строки. О казыв ае тся, что  столбцов ые  инде ксы i -
й  строки, которые  нуж но  обнулить, сов падаю т  со  строчными инде ксами 
эл е ме нтов  i -ого   столбца в ыш е  глав ной диагонали той матрицы, которая 
получилась к данному моме нту при ре ализации алгоритма. Таким образом, 
на i -м ш аге  мы долж ны пройти по  i -ому  столбцу, опре де лить в се  строчные  
инде ксы не нул е в ых эл е ме нтов  i -ого   столбца –- это  и будут  т е  столбцов ые  
инде ксы эл е ме нтов  i -й  строки, которые  нуж но  обработать. 
 

4.1.1.  Сим волический  этап 
4.1.1.1.  Составление ассоциир ованного списка  i -ого  столбца   
А ссоцииров анный список  (А С)  i -ого   столбца – это  список номе ров  т е х 
строк, которые  участв ую т  при обработке  i -й строки в  ме тоде  Гаусса. 
Ф актиче ски каж дому столбцу став ится в  соотв е тств ии сов окупность строк, 
приче м каж дая строка относится только  к одному столбцу (то  е сть ни к 
какому другому она уж е  не  приписыв ае тся), поэтому к  i -ому  столбцу 
приписыв аю тся только  т е  строки матрицы A , у которых не нул е в ой эл е ме нт  
в  i -м  столбце  яв ляе тся п е рв ым не нул е в ым эл е ме нтом данной строки справ а 
от  диагонали. 
 

                                                 А лгор итм   
1. 2=i   (так как пе рв ую  строку обрабатыв ать не  надо). 
2. П роходим по   )1( −i -й  строке  справ а от  диагонали. П ре дполож им, что  
п е рв ый не нул е в ой столбцов ый инде кс рав е н  j ,  тогда  )1( −i -ую   строку 
приписыв ае м j -му столбцу и поме щ ае м номе р этой строки в  пе рв ую  
позицию  j -го    А С .  Если де йств ов ать таким образом, то  к моме нту 
обработки строки  А С   буде т  уж е  сф ормиров ан.  

3. 1+= ii   и пов торяе м  в се  де йств ия до  т е х пор, пока не  пройде м в се  строки. 
 

 А С   каж дого  столбца удобно  хранить как кольце в ой  РЦ С ,  и в се  эти 
списки мож но  хранить в  це лочисле нном массив е   JP  разме рности  n ,  а 
массив  указат е л е й буде т  показыв ать в ход в  каж дый список. 
 
4.1.1.2.  А лгор итм   сим волического  этапа  
1.   Д ля    1=i    пе ре носим  портре т   пе рв ой  строки  матрицы A  в  портре т  
пе р- 
      в ой  строки  матрицы  U  бе з изме не ний.  
2.   2=i . 

3. Заканчив ае м ф ормиров ание   i -ого   А С .  
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4. П росматрив ае м  i -й  А С   и для каж дого  эл е ме нта j  этого  списка 
опре де ляе м список только  т е х столбцов ых инде ксов  не нул е в ых эл е ме нтов  
j -й  строки, номе р которых больш е    i .  

5. Слив ае м в се  получе нные  списки, опре де л е нные  на 4, и список i -й  строки 
матрицы с помощ ью   П П .  Ре зультатом слияния буде т  портре т   i -й  строки 
матрицы  U . 

6. П риписыв ае м список, получе нный на 5, к пе рв ой св ободной позиции 
массив а JU .  

7. О пре де ляя число  эл е ме нтов  списка, получе нной на 5, в ычисляе м оче ре дную  
компоне нту массив а IU ,  которая буде т  указыв ать начало   )1( +i -й  строки 
(значе ние м этой компоне нты буде т  номе р пе рв ой св ободной позиции 
массив а JU  после  присое дине ния к не му списка, получе нного  на 5). 

8. 1+= ii   и обрабатыв ае м сле дую щ ую  строку, пе ре йдя на 3, и так до  т е х пор,  
пока   ni ≤ . 
Ре зультатом буде т  портре т  матрицы  U . 
 
4.1.2.  Ч исленны й   этап 

4.1.2.1. Составление  А С   i -го  столбца.  О тличия от  сим волического 
этапа 

1. Н а симв оличе ском э тапе  каж дая строка приписыв алась только  к одному 
столбцу. Зде сь ж е  каж дая строка долж на быть приписана ко  в се м т е м 
столбцам, с которыми она име е т  не нул е в о е  пе ре се че ние , то  е сть е сли в  j -ом 
столбце  i -й  строки  ( ji < )  соде рж ится не нул е в ой эл е ме нт , то  она долж на 
быть приписана к j -ому столбцу, так как в аж ны числе нные  значе ния 
эл е ме нтов . 

 
2. Н ам потре буе тся упорядоче нное  пре дстав л е ние  матриц  A   и  U ,  поэтому 
пе ре д ре ализацие й числ е нного  этапа нуж но  пе ре йти от  не упорядоче нного  
пре дстав л е ния к упорядоче нному дв укратным транспониров ание м. 

 
4.1.2.2. А лгор итм  численного этапа 

1. 1=i .  О пре де ляе м в   AN   и  JA   соде рж имое  п е рв ой строки матрицы  A, 
де лим эту строку на диагональный эл е ме нт   11a   (который хранится в  
пе рв ой позиции массив а AD ) и поме щ ае м пе рв ую  строку в  
соотв е тств ую щ ие  позиции массив а UN .  )1()1(~ ADD = . 

2. 1+= ii . 
3. П росматрив ае м  )1( −i -ю   строку матрицы  U  (массив   JU ).  Если )1( −i -
я  строка пуста, то  пе ре ходим к 5. Если не т , то  опре де ляе м столбцов ый 
инде кс j  пе рв ого  не нул е в ого  эл е ме нта этой строки прав е е  глав ной 
диагонали. П риписыв ае м  )1( −i -ю   строку к  А С   j -го  столбца. 



                        - 28 -  

4. П олагае м   =− )1(iIUP < номе р позиции в   JU ,  соде рж ащ е й столбцов ый 
инде кс пе рв ого  не нул е в ого  эл е ме нта )1( −i -й строки прав е е  глав ной 
диагонали > . 

5. 01 . С  помощ ью  массив а  IU  опре де ляе м в   JU  описание  i -й строки 
матрицы U . В  позиции РВ Н  X  с номе рами столбцов ых инде ксов  
в ыде л е нного  участка (е сли он не пустой)  и номе ром строки  i  засылае м 
нули.  

02 .  В   i -ю   позицию   РВ Н  X  поме щ ае м эл е ме нт  )(iAD . Если  i -я  строка 
не  пуста, то  в  позиции  РВ Н ,  соотв е тств ую щ ие  портре ту   i -й  строки 
матрицы  A   из массив а  AN .  

6. П росматрив ае м  А С   i -ого   столбца. Если он пустой, то  пе ре ходим к 7. Если 
не пустой, то  для каж дого  эл е ме нта j  этого  списка де лае м сле дую щ ие  
оп е рации:  
 а)  с помощ ью  эл е ме нтов   )( jIUP   опре де ляе м участки массив ов   

UNJU , ,    в  которых соде рж ится описание  эл е ме нтов  j -й строки 
матрицы U , име ю щ их столбцов ые  инде ксы i≥ ;  

      б) умнож ае м эл е ме нты в ыде л е нного  участка (массив а UN ) на число  
))(~( jDUij ⋅−   (эл е ме нт   ijU   находим в   UN ); 

в )  прибав ляе м нов ые  значе ния эл е ме нтов  в ыде л е нного  участка к соде рж и-
мому соотв е тств ую щ их яче е к  РВ Н ; 
г)  полагае м  1)()( += jIUPjIUP ; 
д)  приписыв ае м j -ю  строку к  А С   k -го  столбца, где   k  – столбцов ый 
инде кс не нул е в ого  эл е ме нта с номе ром  )( jIUP ,  сле дую щ ий за  i -м  в  
j -й строке  матрицы  U .   

 
7.  Если просмотр А С  законче н, то  в ыбирае м эл е ме нт  РВ Н  )(iX , соотв е тств у-
ю щ ий диагональному эл е ме нту этой  i -й  строки, и поме щ ае м е го  в  i -ю  
позицию  массив а D~ ,  а соде рж имое   РВ Н   де лим на эл е ме нт , соде рж ащ ийся 
в   i -й  позиции  РВ Н   (то  е сть на  )(~ jD ),  посл е  че го  в  РВ Н  соде рж ится  i -
я строка матрицы  U .  

8. В ыбирае м из РВ Н  не нул е в ые  эл е ме нты i -й строки матрицы U  (за 
исклю че ние м i -го   столбца, в  котором находится 1)  и поме щ ае м их в   UN  
таким образом, чтобы j -ому столбцу  соотв е тств о в ал  эл е ме нт   )( jX . 

9. 1+= ii   и пе ре ходим к 3. 
 

4.1.3. П р им ер ы  
 

   Задача 29.   Н айти тре угольное  разлож е ние  для матрицы  A .   
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1. Сим волический  этап 
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2. Ч исленны й  этап    

 

 N    А С                  1)1(~ =D  
( N   столбца)          1)1(:2 == IUPi  
 

−)1                     2/12/10)4( =+=X  
−)2                    2/12/10)5( =+=X   
−)3                    12/20)2( =+=X  

2)4                    2)2(~ =D  
3,2)5                   3=i :     2)2( =IUP  

5,4,1)6                   3/1)5( =X  
4,3)7                      3/1)7( =X  

                                     1)3( =X  
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                                3)3(~ =D           
                                4=i :      4)3( =IUP       

                                     15/1
4

15/
4
10)5( −=−=X  

                                     15/4
4

15/10)6( =+=X  

                                     15/4
4

15/10)7( =+=X  

                                     4/154/14)4( =−=X  

                                4/15)4(~ =D  
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Задача 30. П о  портре ту (cтруктуре ) не симме тричной РМ  A  опре де лить 
максимальное  число  не нул е в ых эл е ме нтов  посл е  прив е де ния матрицы к 
тре угольному в иду.            
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Зде сь  ⊕  – не нул е в ой эл е ме нт  из других строк,  ⊗– обнул е ние  эл е ме нта 
исходной матрицы,   +    –  обнул е ние  эл е ме нта из других строк. 
 

4.2.  О бр атны й  ход м етода Гаусса 
      О н состоит  в  ре ш е нии систе мы  
                                                fUxDU T =~ ,                                                          )1(  
 где   D~  –- диагональная матрица,   U – в е рхне тре угольная с е диницами на 
главной диагонали. 
О братный ход ме тода Гаусса для систе мы (1) заклю чае тся в  ре ш е нии тре х 
систе м.                                                           

                                       








=
=

=

)4(
)3(.~
)2(

wUx
zwD
fzU T

 

Таким образом,  нуж но  ре ш ить дв е  систе мы с тре угольными матрицами и 
одну с диагональной. 
Ре ш ае м систе му (2)  при помощ и прямой подстанов ки: по  порядку, начиная с 
пе рв ой, просматрив ае м строки матрицы TU  и в ычисляе м компоне нты по  
ф ормулам  

                      ∑
−

=
−===

1

1
11111 ,/

i

j
jijii

T zUfzfUfz . 

        Д ля систе мы  (3)  име е м  iiji Dzw ~= . Систе ма (4) ре ш ае тся обратной 

подстанов кой:       ∑
+=

−==
n

ij
jijiinn xUwxwx

1
, . 

Мож но  такж е  для ре ш е ния систе мы (4) пе ре йти от  РСФ  к столбцов ому, 
посл е  че го  систе ма  (4)  ре ш ае тся аналогично  (2). 
 

4.3. В ы вод  РМ   на печать  или экр ан 
Д ля пре дстав л е ния матрицы мож но  в ыбрать одну из сле дую щ их ф орм. 
 

1.   П р едставление в виде полной  м атр ицы   
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Д ля каж дой строки значе ния не нул е в ых эл е ме нтов  загруж аю тся в  полный 
в е щ е ств е нный массив , которому пре дв арит е льно  придано  начальное  нул е в о е  
состояние . Строка массив а в ыв одится на пе чать или диспл е й, и алгоритм 
пе ре ходит  к обработки сле дую щ е й строки матрицы. О че нь удобно  было  бы 
различать в изуально  в нутрипортре тные  нули (т .е . нули, пе ре ме щ е нные  в   
AN  или  AD   в сл е дств ие  в заимного  сокращ е ния при в ычисл е нии) и 
в не портре тные  нули (т .е . нули, о  которых заране е  изв е стно , что  они будут  
точными нулями, и которые  поэтому не  в клю чаю тся в  JA ). В  позициях, 
соотв е тств ую щ их в не портре тным нулям, мож но  пе чатать не числов ой 
симв ол , наприме р  *. 
Разуме е тся, практиче ски этот  ме тод прилож им к т е м ситуациям, когда 
достаточно  иссл е дов ать малую  часть матрицы или сама матрица достаточна 
мала. 
 

 2.  Д ля каждой  стр оки печатается её ном ер , а зат е м не нул е в ые  
эл е ме нты этой строки и за каж дым из них – в  скобках – соотв е тств ую щ ий 
столбцов ый инде кс. Ещ е  лучш е  было  бы упорядочить не нул е в ые  эл е ме нты 
п е ре д пе чатание м. Д остоинств о  этого  ме тода в  том, что  он сокращ ае т  
пространств о , занимае мое  в ыв одимой строкой; однако  он не  дае т  такого  
ясного  пре дстав л е ния о  в заимном располож е нии сосе дних строк, как пе рв ый 
ме тод. 
 

 3.  П ор тр ет  м атр ицы  м ожно вы вести на устр ой ство с вы сокой  
р азр еш ающ ей  способность ю, наприме р, диспл е й или матричное  
пе чатаю щ е е  устройств о . Н уж но  только , чтобы матрица была не  слиш ком 
в е лика или чтобы было  достаточно  е ё  рассматрив ать по  частям. 
 

4.4. В ы бор  пор ядка исключения в м етоде Гаусса (упор ядочение 
стр ок  и  столбцов) 

 В  проце ссе  гауссов а исклю че ния происходит  заполне ние  матрицы, приче м 
объе м и структура этого  заполне ния в е сьма сущ е ств е нно  зав исят  от  в ыбора 
порядка исклю че ния. П оэтому сле дуе т  в ыбирать такую  строку, в  которой 
больш е  нул е й, – чтобы минимизиров ать число  не нул е в ых эл е ме нтов , когда 
строка « обруш ив ае тся» на в се  другие  строки, а такж е  столбе ц с 
максимальным числом нуле й, чтобы использов ать поме ньш е  строк. 
  О  п  р е  д е  л  е  н и е .  Д ля эл е ме нта  ija   произв е де ние  числа не нул е в ых 
эл е ме нтов  в    i -ой  строке  и  j -ом  столбце  назыв ае тся  це ной Марк ови ца  
эл е ме нта   ija .  

Н е нул е в ой эл е ме нт   ija   сле дуе т  в ыбирать так, чтобы це на Марков ица этого  
эл е ме нта была минимальной или не  слиш ком больш ой. Э та иде я назыв ае тся 
ст рат еги е й Марк ови ца. О на позв оляе т  оптимизиров ать в ыбор в е дущ е го  
эл е ме нта. 
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Н о  такой в ыбор в лияе т  на устойчив ость проце сса гауссов а исклю че ния, так 
как е сли в е дущ ий эл е ме нт  мал , то  в озмож на пот е ря устойчив ости 
в ычисле ний. 
 

4.5. В ы числитель ны е ош ибки в гауссовом  исключении 
 П ри  ре ализации ме тода Гаусса приходится в ыполнять ариф ме тиче ские  
де йств ия типа     lUab −= .   Д ля оп е раций с плав аю щ е й точкой границы 
ош ибки обычно  устанав лив аю тся сле дую щ им образом:   

)1)(()( ε+= yxyxlf oo ,  где  симв ол  o  обозначае т  одну из эл е ме нтарных 
оп е раций  )(;/,,, yx o×−+  – точный ре зультат  оп е рации;   )( yxlf o  – 
округл е нный ре зультат ;   Mεε ≤ , где    Mε  –  маш инная точность. 

П усть α<ba , , тогда для оце нки погре ш ности име е м  

                                  







+

−
⋅

−
⋅⋅≤ 2

1
1

1
1

MM
M εε

εαε . 

Таким образом, для того  чтобы в ычислит е льная погре ш ность была не  
слиш ком в е лика, не  сле дуе т  допускать чре зме рного  роста чисе л    Ula ,, .  
А  в  ме тоде  Гаусса   Ula ,,  – эл е ме нты  k -х  проме ж уточных матриц. 
П оэтому в в одится показат е ль проме ж уточного  роста в  ме тоде  Гаусса   

k
ijk amax=α        { }( )k

ijk aA =  ,    который долж е н быть не  слиш ком в е лик.  

 
4.6. Стр атегия, осущ ествляющ ая ком пр ом исс м ежду оптимизацией   
           устой чивости и оптим изацией  алгор итм а 

  П усть сде ланы пе рв ые   k   ш агов  ме тода Гаусса с в ыбором главного  
эл е ме нта по  столбцу. В озьме м число   10: <<< UU .  О пре де лим в  k -ом 

столбце  множ е ств а  { } sp
k
ijikikst RaUaaR ,max: ⋅≥=  –- множ е ств о  

не нул е в ых эл е ме нтов   k -го  столбца, пре дпочтит е льных с точки зре ния 
разре ж е нности, наприме р таких, для которых це на Марков ица не  
пре в осходит  не которого  ф иксиров анного  числа. 
В ыбор в е дущ е го  эл е ме нта осущ е ств ляе тся в  множ е ств е   stsppiv RRR I= ,   

орие нтируясь на   spR   или   spR . 
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